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SUR  LA 


DÉTERMINATION  GÉOBIÊTRIQUE 


QUELQUES  INFINIMENT  PETITS. 


De  la  troisième  courbure. 

Considérons  une  courbe  à  double  courbure  S,  et  soit  1 
l'arête  de  rebroussement  de  sa  surface  polaire.  Désignons 
par  troisième  courbure  de  la  courbe  S  la  limite  du  rapport 
de  l'angle  sous  lequel  se  coupent  deux  sphères  osculatrices 
infiniment  voisines  à  l'arc  de  courbe  correspondant.  Nous 

désignerons  cette  troisième  courbure  par  t-- 
Soient 

a  l'arc  de  la  courbe  1  ; 

p,  et  r,  ses  rayons  de  première  et  de  deuxième  courbure  ; 

p  et  r  ceux  de  la  courbe  S; 

R  le  rayon  de  la  sphère  osculairice  à  S. 

Soient,  en  outre  [Jig.  i), 

A  un  point  de  la  courbe  S  ; 
C  le  point  correspondant  de  la  courbe  2; 
C  un  deuxième  point  de  la  même  courbe  infiniment  voi- 
sin de  C. 

L'arc  ce  est,  comme  l'on  sait,  tangent  à  l'axe  CO  du 
plan  osculateur  en  A.  Le  point  A  est  à  une  dislance  infi- 
niment petite  de  l'intersection  des  deux  sphères  oscula- 

V.  j8 
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trices  dont  les  centres  sont  en  C  et  C:  il  est,  en  effet,  sur 
la  sphère  C  et  à  une  distance  infiniment  petite  du  quatrième 
ordre  de  la  sphère  C.  Par  suite,  l'angle  C'AC  est  égal  à 
l'angle  dri  sous  lequel  se  coupent  les  deux  sphères  C  et  C 


De  plus,  si  nous  abaissons  Cl)  perpendiculairement  sur 
C'A,  nous  aurons 

CD  zzzf/R    et    CD  =  Rf/y]. 
Posons  C0  =  /;  comme  OA  =  p,  nous  aurons 
dl\  R 


cosACO        / 


dn  = 


Cl)  _pda_  pdB. ^ 


R  ~   R=   ~    RZ  ' 

on  lire  de  là,  pour  l'expression  de  la  troisième  courbure, 
/■/) p  da  __  p   dR 


(2) 


dS       R'dS       R/f/S 


Hayon  de  la  sphère  osculatrice.  —  Première  méthode. 

Soit  [fig.  i)  0'  le  centre  de  courbure  correspondant  au 
point  M  infiniment  voisin  de  A  ;  nous  aurons 

dl  =  da  —  proj .  (  00'  su  r  OC  )  ; 
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mais,  OC  étant  perpendiculaire  au  plan  osculaleur  en  A  et 
les  plans  osculaieurs  infiniment  voisins  en  A  et  M  se  cou- 
pant suivant  la  tangente,  on  a 

proj.(00'  sur  OC)  =  p  —  » 

et  par  suite 


mais,  d'autre  part,  on  a 
d'où 

mais,  à  cause  de  l'équation  (i), 

I{dR  =  Ida; 
donc 

fda  =  Idl  +  ^  rfS  =  Idl  +  pdp, 

et  par  suite 
donc,  enfin, 


Relations  entre  les  courbures  de  la  courbe  proposée  et  de 
l'arête  de  rebroussement  de  sa  surface  polaire. 

Les  axes  des  plans  osculateurs  étant  les  génératrices  de 
la  surface  polaire,  on  a 
(3)  ^i^^l^ 

p.  '' 

De  plus,  les  axes  des  plans  osculateurs  de  1  étant  perpen- 
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diculaires  aux  plans  normaux  à  S  (qui  sont  ies  plans  oscu- 

lateurs  de  1),  on  a 

- , ,  da       dS 

^^>  r.=T 

On  en  déduit  d'abord  la  relation  connue 

(5)  pp,  =  r/-, 

et 

da 
''  =  ^dS 

j    ,>  '         .       ,    .  da       R= 
ou,  comme  en  vertu  de  1  équation  ( 2 )  -t-t  =  -r- 5 

ah        pA 

(6)  ^,?,  =  R^ 

Celle  dernière  relation  donne  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Le  produit  du  rayon  de  troisième  courbure 
d'une  courbe  par  le  rayon  de  deuxième  courbure  de  Va- 
rête  de  rebroussement  de  la  surface  polaire  est  égal  au  carré 
du  rayon  de  la  sphère  osculatrice  de  la  courbe  proposée. 


Jongle  de  la  tangente  avec  le  plan  osculateur  infiniment 
voisin. 

Considérons  une  courbe  à  double  courbure  AM  el  son 
indicatrice  sphérique  am.  La  tangente  en  M  fait  avec  le 
plan  osculateur  en  A  un  angle  égal  à  la  distance  du  point 
m  au  grand  cercle  tangent  en  «,  c'est-à-dire,  d'après  une 
propriété  connue  des  courbes  sphériques,  à 


2 


r       2  '  v/8/      r        Q.  pr 


9 
dO  désignant  l'angle  de  contingence;  l'angle  cherché  esi 
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donc  égal,  en  désignant  l'arc  infiniment  petit  par  s,  a 


vtpr 


Distance  d'un  point  au  plan  oseulateur  infiniment  voisin. 
—  Première  méthode. 

La  distance  d'un  point  au  plan  oseulateur  infiniment 
voisin  sera  égale  à  la  somme  des  projections  des  divers 
éléments  de  l'arc  AM  sur  la  perpendiculaire  au  plan  oseu- 
lateur. Nous  aurons  donc  pour  cette  distance  MP,  en  négli- 
geant une  portion  infiniment  petite  de  ce  que  nous  conser- 
vons, et  nous  servant  de  la  valeur  précédemment  trouvée 
pour  l'angle  de  la  tangente  avec  le  plan  oseulateur, 


MP=         —ds    ou     MP 

Jo       2p/- 


6pr 


C'est  la  valeur  connue. 


Plus  courte  distance  de  deux  tangentes  infiniment 
voisines.  —  Première  méthode. 

On  peut  trouver  la  plus  courte  distance  de  deux  tan- 
gentes infiniment  voisines  par  un  procédé  semblable  à  ce- 
lui que  nous  avons  employé  dans  le  problème  précédent. 
Cette  plus  courte  dislance  est,  en  effet,  égale  à  la  somme 
des  projections  des  éléments  de  l'arc  AM  sur  la  perpendi- 
culaire au  plan  mené  par  la  tangente  en  A  parallèlement  à 
la  tangente  eu  M. 

Soient  (/^.  2) 

acm  l'indicatrice  de  l'arc  AM; 

ap  le  grand  cercle  tangent  en  a: 

am  le  grand  cercle  qui  joint  les  points  a  et  m. 

L'angle  pani  est,  comme  l'on  sait,  égal  à  la   moitié  de 
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l'angle  des  plans  osculaleurs  en  A  et  M,  soit,  en  désignant 

2  /' 

l'arc  AM  par  S,  égal  à  —  •  Si  nous  considérons  un  point  inter- 
médiaire c  sur  l'arc  acm,  et  si  nous  menons  cd  perpendicu- 


laire sur  ap,  nous  aurons,  puisque  am  et  ap  sont  des  arcs 
de  grand  cercle, 

/''=  —  ''/< 

ou,  si  nous  posons  AC  =  5  (C  étant  le  point  de  la  courbe 
proposée  qui  correspond  au  point  c  de  l'indicatrice), 

fd=  —'-■■, 

mais  on  a,  d'autre  part,  d'après  ce  que  nous  avons  vu, 

■xor 
par  suite 


et  la  plus  courte  dislance  des  deux  tangentes  sera  égale  à 
2p'Vo  2pr\2       3/ 


ou  enfin 

S' 
I  ?.  p  '•  " 

on  retrouve  ainsi  l'expression  connue. 
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Distance  d'un  point  à  la  sphère  osculatrice  infiniment 
voisine.  —  Première  méthode. 

Soient 

AM  un  arc  infiniment  petit  de  la  courbe  considérée; 
C  le  centre  de  la  sphère  osculatrice  en  A; 
C  le  centre  de  la  sphère  osculatrice  en  M. 

Joignons  le  point  C  au  point  M  ;  le  plan  passant  par  CM  et 
la  tangente  en  M  est  perpendiculaire  au  plan  normal  en  M. 

Cherchons  à  évaluer  l'angle  de  la  tangente  en  M  avec  la 
perpendiculaire  à  CM  dans  le  plan  CMÏ.  Cet  angle  est  égal 
à  l'angle  de  CM  avec  le  plan  normal  en  M,  c'est-à-dire  à  la 
distance  du  point  C  au  pian  normal  en  M,  qui  n'est  autre 
que  le  plan  osculateur  en  C,  divisée  par  le  rayon  R  de  la 
sphère  osculatrice.  Par  suite,  si  nous  désignons  l'arc  CC 
par  dttj  nous  aurons  pour  la  valeur  de  cet  angle 

{day  . 
6p,r,R' 

mais,  si  nous  désignons  l'arc  de  la  courbe  proposée  corres- 
pondant à  da  par  s,  les  relations  (3),  (4),  (5)  et  (6)  donne- 
ront pour  la  valeur  de  cet  angle 


{daY        1   idaYn    /',       i    ^s'        R 


6p,/', H       6  \  r,  y  p,    R       G  p'r'/.        p  Gprl'' 

mais  la  différence  entre  CM  et  CA,  c'esl-à-dire  la  distance 
du  point  M  à  la  sphère  osculatrice  en  A,  est  égale  à  la 
somme  des  produits  de  chaque  élément  de  l'arc  AM  multi- 
plié par  l'angle  de  cet  élément  avec  le  plan  perpendicu- 
laire au  rayon  qui  passe  par  ce  point,  c'esl-à-dire  par  l'angle 
que  nous  venons  d'évaluer. 
On  a  donc,  pour  celle  dislance  MQ, 

p         ,L  bp;7. 


p  ^prV 
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donc 

,,^.       R       S* 
MQ= — -. 

p    24  pr?> 

Uemarquons  que  la  projection  de  MQ  sur  le  plan  oscula- 
leur  sera  égale  à 

S* 

La  valeur  trouvée  pour  la  distance  d'un  point  à  la  sphère 
osculatrice  infinimenl  voisine  nous  montre  que  : 

La  distance  d'un  point  d'une  courbe  à  double  courbure 
ù  la  sphère  osculatrice  infiniment  voisine  est  toujours  du 
quatrième  ordre,  à  moins  que  la  courbe  ne  soit  tracée  sur 
une  sphère,  auquel  cas  elle  est  rigoureusement  nulle. 

En  effet,  pour  que  MQ  fût  d'ordre  supérieur  au  qua- 
trième, il  faudrait  que  l'on  eût 

I  0   da 

I  ^  ir^  ^  ^  °' 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  la  courbe  est  tracée  sur 
une  sphère. 


Rayon  de  la  sphère  osculatrice.  —  Deuxième  méthode. 

On  peut  trouver  le  rayon  de  la  sphère  osculatrice  en 
considérant  son  centre  comme  le  point  de  rencontre  de 
l'axe  du  plan  csculateur  en  un  point  A  [fig.  3)  avec  le  plan 
normal  au  point  infiniment  voisin  M. 

La  tangente  en  M  fait  avec  le  plan  osculaleur  en  A  un 

g2 

angle  égal  à ;;  or  cet  angle  est  égal  à  l'angle  de  OC  (axe 

du  planosculateur  en  A)  avec  le  plan  normal  en  M.  D'autre 
part,  la  trace  du  plan  normal  en  M  est  perpendiculaire  à  la 
projection  de  la  tangente  en  M  sur  le  plan  osculaleur, 
c'est-à-dire  à  la  tangente  en  P  à  la  projection  AP  de  AM  ; 
et,  comme  Ml'  est  du  troisième  ordre,  on  peut,  en  ne  né- 
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gligeonl  que  le  quatrième  ordre,  regarder  la  normale  PO 
en  P  à  AP  comme  étant  la  trace  du  plan  normal  en  M  sur 


Fig.  3. 


le  plan  osculateur;  mais  l'arc  00'  de  la  développée  de  AP 

,  ,    dp 

est  égal  à  dp,  et  son  rayon  de  courbure  a  -r^\  on  a,  par 


suite, 


ON 


dp       1    ' 


è'  dp  d9  _  S^  dp 
1  dS  dS"  2p  d^' 


et,  comme  OCN  = ■,  on  aura 

o.pr 


C  =  /  =  ,-4?     e.    R>=p^+,W^V 


OC  =  (  =  r^     Cl    u-=p    ,  .    ^^;g 


On  peut  aussi  arriver  fort  simplement  aux  résultats  pré- 
cédents en  se  servant  des  formules  de  M.  Serrel,  qui  per- 
mettent d'exprimer  les  dérivées  successives  prises  par  rap- 
port à  l'arc  en  fonction  des  rayons  de  courbure  de  la 
courbe  et  de  leurs  dérivées. 

On  obtient,  au  moyen  de  ces  formules,  si  l'on  prend 
pour  axe  des  x  la  tangente,  pour  axe  des  /  la  normale  prin- 
cipale, pour  axe  des  z  une  perpendiculaire  au  plan  oscula- 
teur dans  un  sens  convenable,  pour  les  coordonnées  d'un 
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poini  de  la  courbe  les  valeurs  suivantes  : 

^        S^    ^   S^    f/p 


6p'  t/S  "^  24p  [  p'  V(/sj    ~  p^  ~  7^  "~  p  ^J' 


ip 


6pr       24p/'  \p  dS    '    r  dS 


Distance  d'un  point  nu  plan  osculateur  infiniment  voisin. 
—  Deuxième  méthode. 

La  valeur  de  z  nous  donne  immédialemenl  pour  l'ex- 
pression de  la  dislance  d'un  point  au  plan  osculateur  infini- 
ment voisin 

^. 
6pr 


Plus  courte  distance  de  deux  tani^entes  injîniment 
voisines.  —  Deuxième  méthode. 

Nous  allons  faire  voir  que  la  plus  courte  dislance  des 
deux  langenles  infiniment  voisines  est  la  moitié  de  la  dis- 
lance du  point  de  contact  de  l'une  au  plan  osculateur  au 
point  de  contact  de  l'autre. 

Soient  [Jig.  4) 

Fig.  4. 


AM  un  arc  infiniment  petit  d'une  courbe  à  double  cour- 
bure ; 
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AP  sa  projeciion  sur  le  plan  osculalcur  en  A; 

AT  la  tangente  en  ce  point; 

MT' la  tangente  en  M; 

ÏP  la  tangente  en  P  à  AP; 

Q  le  point  de  rencontre  de  MT'  et  TP. 

On  a 


MP=,^,    MOP  =  -— , 

bpr  o.pr 


et  par  suite 


^         MQP       3 


Mais,  d'autre  part,  on  a 
et  par  suite 


TPz=TA  =  -, 


TQ  =  |. 


Par  suite,  si  Ton  élève  TT'  perpendiculaire  au  plan  oscula- 
leur,  on  a 

mais  la  plus  courte  distance  est  égale  à  TT'  multiplié  par 

le  cosinus  d'un  angle  inlinimenl  petit  :  cet  angle  est  égal  à 

l'angle  d'un  plan  parallèle  aux  deux  tangentes  avec  le  plan 

S 
osculaieur,  c'est-à-dire  à  — ••  On  a  donc,  pour  la  plus  courte 

distance  de  deux  tangentes  infiniment  voisines, 


Rayon  de  la  sphère  osaulalrice.  —  Troisième  inéiftode. 

Soient  {Jïg.  5) 

AM  un  arc  infininnent  petit  d'une  courbe  à  double  cour- 
bure; 
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QAO  son  plan  oscillateur  en  A; 

AP  la  projection  de  la  courbe  sur  son  plan  osculateur  ; 

Am  le  cercle  osculateur  en  A,  qui  est  le  même  pour  la 

courbe  et  pour  sa  projection; 
O  le  centre  du  cercle  osculateur; 
COP  un  plan  perpendiculaire  au  plan  osculateur  passant 

par  la  ligne  OP; 
M  et  m  les  points  où  ce  plan  coupe  la  courbe  et  son  cercle 

osculateur. 

l'-iff.  5. 


Désignons  l'arc   AM  par  S,  l'arc  A  m  par  o-.  La  diffé- 
rence entre  S  et  c-  est  du  quatrième  ordre  :  elle  est  égale  à 

-j—  -^-  Par  suite,  si  nous  désignons  par  j,  l'j  du  point  m, 

nous  aurons 

J'  = T'i  ' 

■^  2  p  24  p' 

ou,  en  négligeant  le  quatrième  ordre  dans  a  et,  par  suite, 
le  cinquième  dans  j,,  où  o-  n'entre  qu'au  carré,  on  aura 


24  p^ 


La  sphère  osculatrice  est  la  limite  de  celle  qui  passe  par 
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le  cercle  oscnlaleiir  Amct  est  langenle  à  la  ligne  Mm. 
Nous  aurons,  par  suite,  si  C  est  le  centre  de  cette  sphère 
et  si  nous  posons  OC  =  /, 

mais  on  a,  en  négligeant  seulement  le  cinquième  ordre, 

mP=v,  —  r,     d  ou     1=0-^ ^  =  r -/- , 

•^        -^  ^      z  dis 

et  par  suite 


■*'  =  P'-^''Mrfi 


Distance  d'un  point  à  la  sphère  osculatrice  infiniment 
voisine.  —  Deuxième  méthode. 

La  sphère  osculatrice  fait  avec  la  ligne  wM  un  angle  in- 
finiment petit  du  premier  ordre. 
Soil(^g'.  6)mM,  la  tangente  à  la  sphère  osculatrice,  dans 


le  plan  OPM.  La  distance  du  point  M  à  la  sphère  oscula- 
trice  sera   égale   à   la   perpendiculaire   MQ,   abaissée    du 
point  M  sur  la  tangente  mM,. 
Mais  on  a 

M,P=:mP^,     MP  =  ^, 
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d'où 

MQ  =  MM,cosM,mP  =  MM,  j^    ou     MQ  =  j  [omP— h); 

mais   on  a,  en  négligeant  les  infinimenl   petits   du  cin- 
quième ordre, 

S^   dp         S*    do  ( ■?.  dp        I   dr^ 

Iz—  ^  -  '    '         '^    ' 


5*    dp  I ■?.  dp        I   dr\ 

4p  (7s  \p  5§  "^7  d^)' 


6p  f/S       24 

_      S'       /   f/^p       r/r  f/p        p 

Mais 

„  f/R  (/p  /     d-p       dr  do        p 

\{  -T^  =  r -^,  [  r  -T~  -h  -^  ih  -h  - 


f/S  dS  \    dS'       f/S  ^S        /' 

par  suite 

MQ 

ou,  à  cause  de  l'équation  (2 


rfR 

c.  ^R 

S^ 

^S 

^^^ 

24 1 

24  pr/ 

lion  (; 

?.). 

{  = 

p    f/R 
=  R/  rfs' 

MQ  = 

R      S' 
■"  ^.   ^  /  ^  , 

ô  ■ 

et  par  suite 

p  2, 
C'est  la  valeur  déjà  trouvée. 


COURBES     PLANES. 


On  sait  que,  si  l'on  considère  deux  courbes  ayant  un 
contact  d'ordre  «,  la  distance  des  deux  courbes  est  d'ordre 
?i -\- j  si    elle   est  mesurée  suivant  une  direction   faisant 
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un  angle  fini  avec  la  tangente;  elle  est  d'ordre  n  si  la  dis- 
tance est  mesurée  parallèlement  à  la  tangente. 

Par  suite,  s'il  s'agit  de  déterminer  un  infiniment  petit 
d'ordre  n,  on  pourra  substituer  à- la  courbe  considérée  une 
courbe  ayant  avec  elle  un  contact  d'ordre  }i  si  l'infiniment 
petit  est  mesuré  suivant  une  direction  Taisant  un  angle. fini 
avec  la  tangente,  ou  une  courbe  ayant  avec  elle  un  contact 
d'ordre  n -t- I  si  l'infiniment  petit  est  mesuré  suivant  une 
direction  parallèle  à  la  tangente. 

Exemple. 

ingentes 
rencontrent  la  courbe.  —   Soient  {y?g^.  7) 


S  une  courbe  quelconque; 

M  un  point  de  cette  courbe; 

QQ'  une  corde  infiniment  voisine  du  point  M  et  parallèle  à 

la  tangente  en  ce  point; 
MT  la  tangente  à  la  courbe  diamétrale  en  M; 
MN  la  normale  en  M; 
T  etN  les  points  où  Mï  et  MN  coupent  QQ'; 

L'angle NMTétant  en  général  fini,  TN  sera  du  second  ordre. 
On  peut,  par  suite,  pour  évaluer  ]NT  ou  l'angle  NMT,  sub- 
stituer à  la  courbe  la  parabole  osculalrice  qui  a  avec  elle  un 
contact  du  troisième  ordre. 

Soit  (y?i(.  8)  la  parabole  considérée.  Si  nous  désignons 
NMT  par  ^,  on  a,  p  étant  le  rayon  de  courbure,  p'  sa  déri- 
vée par  rapport  à  l'arc, 

P         ,,   '       ,      o     /^     .  ^h 

p=— '-— ?    d  ou     p  =3  — ^  tangcp-7^; 
^       cos'cp  cos'©        °^(/S' 

mais,  si  nous  considérons  un  point  M' infiniment  voisin  du 
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point  M  sur  la  parabole,  nous  avons,  si  MN  el  M'N  sont  les 
normales  en  M  et  M',  MT  et  M'T'  les  diamètres  qui  passent 


N 

en  ces  points,  V  le  point  de  rencontre  de  ISi'N  et  de  MT, 

T'M'N  =  9-i-f/9  =  TPN; 
mais,  dans  le  triangle  NPM,  on  a 

PNM  -t-  9  =  NPT  =  9  +  f/9, 

d'où 

f/9  =  PNM, 

et  par  suite 


donc,  enfin, 


Nous  avons,  par  suite,  pour  déterminer  l'angle  9  que  fait  la 
courbe  diamétrale  avec  la  normale  au  point  où  elle  ren- 
contre la  courbe,  la  relation 

lang9=ip'. 

Si  l'on  rapporte  la  parabole  osculatrice  à  la  tangente  à  la 
courbe  proposée  et  à  la  tangente  à  la  courbe  diamétrale 
qui  passe  en  ce  point,  son  équation  sera 

y''-j=  9.f)'x; 


d<? 

I       ros^'o 

r/S~ 

P           P 

p' 

=  3  tang9. 
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de  plus,  on  a,  d'après  une  formule  connue, 

n'-  P 
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ces' 9 


cl,  comme  p: 


COb-*!^ 


p'  =1  PC0S9; 
donc  l'équalion  de  la  parabole  osculalrice  sera 

y'=^  apcos^.x. 

Courbes  qui  coupent  leurs  courbes  diamétrales 


Établissons  d'abord  la  propriété  suivante,  qui  est  d'ail- 
leurs connue. 
Soient  (/^.  9) 


S  une  courbe; 

S,  sa  développée; 

S2  la  développée  de  S,,  cl  ainsi  de  suite. 

Par  un  point  M  de  S  on  mène  une  droite  faisant  avec  la 
normale  MN,  et  d'un  côté  déterminé,  un  angle  constant  a; 
soient  2  l'enveloppe  de  cette  droite  MP,  P  le  point  où  elle 
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louche  son  enveloppe,  N  le  point  où  la  normale  louche  la 
développée  de  S. 

1°  NP  esl  normale  à  2; 

2"  L'enveloppe  2,  de  NP  se  déduit  de  S,  comme  1  se  dé- 
duit de  S,  et  ainsi  de  suite  pourlj,  l^; 

3°  Si  p  esl  le  rayon  de  courbure  de  S,  p,  celui  de  S,,  /-  ce- 
lui de  2,  on  a 

p,  cosa  —  psina  =  r. 

Considérons  les  courbes  S,  el  1  et  l'angle  de  grandeur  con- 
stante a  qui  se  meut  en  ayant  ses  côtés  tangents  à  ces  deux 
courbes;  on  sait  que  la  courbe  S,  lieu  du  sommet  de  cet 
angle,  esl  tangente  au  segment  capable  de  l'angle  a  décrit 
sur  PN;  mais,  puisque  NM  esl  la  normale,  celte  droite 
passe  par  le  centre  du  cercle,  et,  par  suite,  PN  est  per- 
pendiculaire sur  PM;  c'est  donc  la  normale  en  P  à  2. 

Les  angles  N.NP,  NMP,  N,  étant  le  point  où  la  normale 
à  S,  louche  son  enveloppe,  sont  égaux  comme  ayant  leurs 
côtés  perpendiculaires;  donc  2,  se  déduit  de  S.  comme  2 
se  déduit  de  S. 

De  plus,  la  figure  donne,  P,  étant  le  point  où  NP  touche 
son  enveloppe, 

PP,=:P,N-  PN; 

mais 

PP,  =  r,     P,N  =  p,cosa,     PN  =  psina; 

donc,  enfin, 

/•  =  p,  cosa  —  psina. 

Si  MP  avait  été  mené  de  l'autre  côté  de  MN,  on  aurait  eu 


Si  l'on  applique  maintenant  la  transformation  précédente 
à  la  courbe  qui  coupe  ses  courbes  diamétrales  sous  un  angle 
constant,  courbe  qui  est  caractérisée  par  la  condition 

p'  =  3  lang9  =  const., 
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on  aura  pour  celle  courbe,  tlQ  élanl  l'angle  de  conlingence, 
dq       dp   dS  ,       o 

et,  par  suite,  on  aura 

r  =  p(3 tango  cosa  —  sina). 

Donc  nous  voyons  déjà  que  la  courbe  transformée  a  son 
rayon  de  courbure  proportionnel  à  celui  de  la  proposée  et 
que,  par  suite,  elle  coupe  aussi  ses  courbes  diamétrales 
sous  un  angle  constant. 

De  plus,  si  on  détermineaparlaconditiontanga  =  3tangcp, 
on  aura  /'=  o  ;  par  suite,  la  courbe  proposée  est  telle,  qu'elle 
coupe  sous  un  angle  constant  les  droites  issues  d'un  cer- 
tain point  fixe. 

En  prenant  ce  point  pour  pôle  et  désignant  par  o)  l'angle 
polaire  et  par  /  le  rayon  vecteur,  on  aura 

/(/o)  I 

cota 


dl  3  tango 

d'où 

y=3tang9rfw,     L/=  3w  tang9 -f- c,     /=  gc+aoaangç^ 
ou,  en  choisissant  convenablement  l'axe  polaire, 

/  m  gSutang-i  . 

c'est  une  spirale  logarithmique. 

Il  résulte  aussi  de  ce  qui  précède  qu'en  menant  des 
droites  faisant  des  angles  constants  avec  la  normale,  leur 
enveloppe  est  également  une  spirale  logarithmique  si  la 
courbe  proposée  en  est  une. 

On  déduit  aussi  de  là  que  la  développée  d'une  spirale 
logarithmique  est  une  courbe  de  même  espèce,  et  que  le 
rayon  de  courbure  de  la  proposée  a  pour  projection  sur  le 
rayon  vecteur  ce  rayon  lui-même. 
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De  la  conique  osculatrïce. 

D'après  ce  qui  précède,  on  a  p'  =  3  lang<p  ;  de  plus,  pour 
la  conique  osculalrice,  p"  sera  le  même  que  pour  la  courbe. 
Calculons  donc  p",  on  aura 

„  _     3       c?<p 
"  ~"  cos'cp  5s' 


flo 
Il  s'agit  de  calculer  -~-  Supposons  d'abord  que  la  co- 


nique soil  une  ellipse. 
Soient  [fig.  lo) 


Fig.  10. 


0  le  centre  de  l'ellipse  ; 

MO  =  a'  le  diamètre  qui  passe  par  le  point  M  ; 

M'  un  point  infiniment  voisin  du  point  M  sur  l'ellipse 

MN  et  M'N  les  normales  en  j\ï  et  M'  ; 

Q  le  point  de  rencontre  de  M'N  et  de  MO. 

Dans  les  triangles  MNQ  et  M'QO,  on  a 

NM'  0  +  MOM'  =  NMO  +  MNM' 


d'où 


f/9  +  MOM' 


P 


f/S 

—  •> 

9 


MOM'  ; 
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MOM'  = 


par  suite 


do  I       coso 

dS       p  ((' 


Si  la  conique  avait  été  une  hyperbole,  on  aurait  eu  {Jig'.  1 1  ) 

9  +  f/9  =  M'OM  H-  9  -(-  MNM, 

d'où 

do I       coso 

f/S       p  a' 

Par  suite,  la  valeur  de  —4  sera  la  même  dans  les  deux  cas, 
db 

si  l'on  regarde  a'  comme  négatif  dans  le  cas  de  l'hyperbole. 

Fis-  II- 


Nous  aurons  par  suite 

„  3/1  iX        ,,   ,      1  I  &"coso 

p= ;,     d  ou    —  = ■ — - — ■-. 

coso  \pc0s9       aj  a'       pcos9  3 

En  calculant  la  valeur  de  a',  si  cette  valeur  est  positive, 
la  conique  osculalrice  sera  une  ellipse;  si  elle  est  négative, 
ce  sera  une  hyperbole. 

Si  l'on  prend  pour  axe  la  tangente  en  M  et  le  diamètre  MO, 
l'équation  de  la  conique  osculalrice  sera 

f'=:  ip'x  ~  q'x^, 

q'  étant  négatif  pour  l'hyperbole. 
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Or  ici  p'  aura  la  môme  valeur  que  pour  la  parabole  oscu- 
lalrice,  puisque  la  distance  des  deux  courbes  doit  être  du 
quatrième  ordre,  et  qu'elle  serait  du  second,  ainsi  qu'on  le 
voit  facilement,  si  p'  n'avait  pas  la  même  valeur  pour  les 
deux  courbes. 


Par  suite 


mais  pour  l'ellipse 


PC0S9; 


par  suite 


<7  =  — r-      et      />'  =  —-; 

^        a-  ^        a 


De  plus,  cette  valeur  de  q'  s'appliquera  aussi  à  l'hyperbole 
si,  ainsi  que  nous  l'avons  supposé,  on  considère  «'  comme 
négatif  pour  cette  courbe. 
Nous  aurons  par  suite,  dans  tous  les  cas, 

,      p'  pp"  cos'o 


et  l'équation  de  la  conique  osculatrice  sera,  dans  tous  les  cas, 

/        pp"cos^o\ 
j2=  •2p  coso^r  —  I  I  —  -^ — 5 — -\x\ 

Si  nous  considérons,  en  particulier,  la  spiralelogarithmique, 
p"=  G  et,  par  suite,  la  conique  osculatrice  aura  pour  équa- 
tion 

x^-\-  X'  ~  spcoso^  =  o. 

C'est  une  ellipse  dont  les  diamètres  conjugués  égaux  sont 
parallèles  aux  axes.  Ces  diamètres  sont  d'ailleurs  égaux  à 
PCOS9,  c'est-à-dire  à  la  projection  du  rayon  de  courbure  sur 
l'axe  dirigé  suivant  la  tangente  à  la  courbe  diamétrale.  Les 
axes  de  l'ellipse  osculatrice  seront,  par  suite,  égaux  à 


p  coscp  y/'iztsino 
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\Jiçi  coso  cos  (45' 


et     sjipdosos 


n(45"-î) 


Application.  —  Soient  [Jig.  12) 

Fig.  12. 


ABC  un  arc  infiniment  petit  ; 

AD  et  CD  les  tangentes  aux  extrémités  de  cet  arc  : 

K  le  milieu  de  la  corde  AC. 

Joignons  le  point  K  au  point  de  rencontre  D  des  deux 
tangentes,  et  soit  B  le  point  où  DK  rencontre  l'arc  ABC,  on 
demande  de  déterminer  la  différence  des  deux  segments  BD 
etBK  deDK. 

Cette  différence  étant  du  quatrième  ordre,  il  suffira  de  la 
déterminer  pour  la  conique  osculatrice  en  B.  Rapportons 
celle  courbe  à  la  tangente  en  B  et  au  diamètre  qui  passe  en 
ce  point. 

Soient 

BD  =  —  x'     et    BK  =  x, 

l'équation  de  la  conique  osculatrice  étant 

y-  =z  ip' X  —  q' x''. 

On  a,  entre  x  et  x' ,  la  relation 

p'ix  +  ^')  =  q'  xx', 

d'où,  puisque  x  -\-  x'  =  BK  —  BD, 


BK  -  BD 
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mais,  en  négligeant  des  quantités  infiniment  petites  par 
rapport  à  celles  que  nous  conservons,  et  désignant  par  S 
l'arc  AC,  on  a 

Ip'  ti4/' 

et  par  suite 


a'  6/^p'a'  64p\pcos-9        3/' 

mais 

^       i  +  tang^o       i  +  (^V       ^^^ 
et  par  suite 

bip\o       pcos^9/      64pL3       p(9  +  p")J 

Détermination  géométrique  d'une  intégrale  déjinie. 
L'intégrale 

A=  r^teçf — ?i^ — V 

Jq         ^  \i -f- 2«  cos^r -(- av 

OÙ  a  désigne  un  paramètre  constant  et  9  une  fonction  arbi- 
traire soumise  seulement  aux  restrictions  imposées  par  la 
nature  même  de  l'intégrale  A  dont  la  valeur  doit  rester  finie 
et  déterminée,  jouit  de  la  propriété  suivante. 
Si  a^  -<  I,  on  a 

A 1=  /     9(sin-^)f/^. 
Si  «'>.  I,  on  a 

Journal  de  Liomille,  février  1874). 
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Supposons  (l'abord  a>>o.  Prenons  [Jig.  i3)  une   ligne 
AB  égale  à  l'unité  et  par  le  point  B  menons  une  ligne  BC 


égale  à  a,  et  faisant  avec  le  prolongement  de  AB  un  angle 
égal  à  X.  Posons  de  plus  ACB  =  2,  CAB  =  u  ;  on  a 

AC  =  1 -4- 2rt  cos^  H- a^ 

d'où 

sin'a:  _ /sin^y_ /sin2y_ /sin?^ 

I  +  2d!  COS^  +rt='~~\AC/~\      I      /~\     (i 

on  a  aussi,  d'autre  part, 

X  =  z  -\-  H,     d'où     dx  z=  dz  -+-  du, 
par  suite 

mais,  si  a  est  plus  petit  que  i,  x  variant  de  zéro  à  tt,  2  va- 
riera de  zéro  à  tt  et  w  partira  de  zéro  pour  y  revenir,  de 
sorte  que  les  éléments  de  la  dernière  intégrale  se  détrui- 
ront deux  à  deux. 

Si  a  est  plus  grand  que  i,  ce  sera  z  qui  variera  de  zéro  à 
zéro,  et  par  suite  les  éléments  de  la  première  intégrale  du 
second  membre  se  détruiront  deux  à  deux  et  u  variera  de 
zéro  à  7:. 

La  propriété  est  donc  démontrée  dans  le  cas  de  a  positif. 

Dans  le  cas'de  a  négatif,  on  arriverait  au  même  résultat 
en  prenant  pour  l'angle  x,  au  lieu  de  l'angle  de  BC  avec  AB 
prolongé,  l'angle  ABC  lui-même. 

M.    DE    Sl'ARRE. 
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Page  419,  ligne  28: 

Au   lieu  de  MQ  -  =     Ç^  Q  -i!-  ds,  Ih'^z  MQ  =   f*  5  ^L  di. 
p         J^  bprX  J^      p    6prX 

Page  133,  ligne  6  : 

Au  lieu  de  MNM,  lisez  MNM'. 
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